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1. [3 балла] Найдите все тройки натуральных чисел (𝐴;𝐵;𝐶) такие, что:

• 𝐴 — четырёхзначное число, составленное из одинаковых цифр,

• 𝐵 — трёхзначное число, хотя бы одна из цифр которого равна 2,

• 𝐶 — двузначное число, хотя бы одна из цифр которого равна 3,

• произведение 𝐴 ·𝐵 · 𝐶 является квадратом некоторого натурального числа.

2. [3 балла] Положительные числа 𝑥 и 𝑦 таковы, что значение выражения 𝐾 = 1
𝑥
+ 1

𝑦
+ 2

𝑥𝑦
не

изменяется, если 𝑥 уменьшить на 1, а 𝑦 — увеличить на 1. Найдите все возможные значения
выражения 𝑀 = 𝑥3 − 𝑦3 − 3𝑥𝑦.

3. [5 баллов] а) Найдите все пары действительных чисел (𝑥; 𝑦) такие, что (sin𝜋𝑥+ sin𝜋𝑦) sin𝜋𝑥 =
= (cos𝜋𝑥+ cos 𝜋𝑦) cos𝜋𝑥.

б) Сколько пар целых чисел (𝑥, 𝑦) удовлетворяют одновременно этому уравнению и неравенству

arcsin
𝑥

5
+ arccos

𝑦

4
<

3𝜋

2
?

4. [4 балла] В начале месяца было выделено 4 билета на праздничный концерт, которые плани-
ровалось случайным образом распределить между одиннадцатиклассниками. В конце месяца
выяснилось, что будет выделено больше 4 билетов. Одиннадцатиклассники Петя и Вася вы-
числили, что вероятность им обоим вместе попасть на концерт в начале месяца была в 2,5 раза
меньше, чем оказалась в конце месяца. Сколько всего было выделено билетов на концерт в
конце месяца, если количество одиннадцатиклассников не изменилось?

5. [5 баллов] Точка 𝑂 — центр окружности 𝜔1, описанной около остроугольного треугольника
𝐴𝐵𝐶. Окружность 𝜔2, описанная около треугольника 𝐵𝑂𝐶, пересекает отрезок 𝐴𝐵 в точке 𝑃 .
Найдите площадь треугольника 𝐴𝐵𝐶, если 𝐴𝑃 = 15

2
, 𝐵𝑃 = 5, 𝐴𝐶 = 9.

6. [6 баллов] На координатной плоскости изображена фигура Φ(𝛼), состоящая из всех точек, ко-
ординаты (𝑥; 𝑦) которых удовлетворяют системе неравенств{︃(︀

𝑥− 3
√
2 sin𝛼

)︀ (︀
𝑦 − 3

√
2 cos𝛼

)︀
⩽ 0,

𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 25.

Найдите максимальное значение 𝑀 периметра (длины границы) фигуры Φ(𝛼) и укажите все
значения 𝛼, при которых оно достигается.

7. [6 баллов] Шар Ω касается всех рёбер правильной усечённой пирамиды, а шар 𝜔 касается всех её
граней. Пусть сторона верхнего основания меньше, чем сторона нижнего. Найдите отношение
площади боковой поверхности пирамиды к площади её нижнего основания.
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1. [3 балла] Найдите все тройки натуральных чисел (𝐴;𝐵;𝐶) такие, что:

• 𝐴 — четырёхзначное число, составленное из одинаковых цифр,

• 𝐵 — трёхзначное число, хотя бы одна из цифр которого равна 1,

• 𝐶 — двузначное число, хотя бы одна из цифр которого равна 5,

• произведение 𝐴 ·𝐵 · 𝐶 является квадратом некоторого натурального числа.

2. [3 балла] Положительные числа 𝑥 и 𝑦 таковы, что значение выражения 𝐾 = 1
𝑥
+ 1

𝑦
+ 1

𝑥𝑦
не

изменяется, если 𝑥 уменьшить на 3, а 𝑦 — увеличить на 3. Найдите все возможные значения
выражения 𝑀 = 𝑥3 − 𝑦3 − 9𝑥𝑦.

3. [5 баллов] а) Найдите все пары действительных чисел (𝑥; 𝑦) такие, что (sin𝜋𝑥− sin 𝜋𝑦) sin𝜋𝑥 =
= (cos𝜋𝑥+ cos 𝜋𝑦) cos𝜋𝑥.

б) Сколько пар целых чисел (𝑥, 𝑦) удовлетворяют одновременно этому уравнению и неравенству

arccos
𝑥

4
+ arccos

𝑦

9
< 2𝜋?

4. [4 балла] В начале месяца было выделено 4 билета на праздничный концерт, которые плани-
ровалось случайным образом распределить между одиннадцатиклассниками. В конце месяца
выяснилось, что будет выделено больше 4 билетов. Одиннадцатиклассники Петя и Вася вы-
числили, что вероятность им обоим вместе попасть на концерт в начале месяца была в 3,5 раза
меньше, чем оказалась в конце месяца. Сколько всего было выделено билетов на концерт в
конце месяца, если количество одиннадцатиклассников не изменилось?

5. [5 баллов] Точка 𝑂 — центр окружности 𝜔1, описанной около остроугольного треугольника
𝐴𝐵𝐶. Окружность 𝜔2, описанная около треугольника 𝐵𝑂𝐶, пересекает отрезок 𝐴𝐵 в точке 𝑃 .
Найдите площадь треугольника 𝐴𝐵𝐶, если 𝐴𝑃 = 16

5
, 𝐵𝑃 = 2, 𝐴𝐶 = 4.

6. [6 баллов] На координатной плоскости изображена фигура Φ(𝛼), состоящая из всех точек, ко-
ординаты (𝑥; 𝑦) которых удовлетворяют системе неравенств{︃

(𝑥− 2 cos𝛼) (𝑦 − 2 sin𝛼) ⩾ 0,

𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 9.

Найдите максимальное значение 𝑀 периметра (длины границы) фигуры Φ(𝛼) и укажите все
значения 𝛼, при которых оно достигается.

7. [6 баллов] Шар Ω касается всех рёбер правильной усечённой пирамиды, а шар 𝜔 касается всех
её граней. Найдите угол наклона бокового ребра пирамиды к плоскости её основания.
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1. [3 балла] Найдите все тройки натуральных чисел (𝐴;𝐵;𝐶) такие, что:

• 𝐴 — четырёхзначное число, составленное из одинаковых цифр,

• 𝐵 — трёхзначное число, хотя бы одна из цифр которого равна 6,

• 𝐶 — двузначное число, хотя бы одна из цифр которого равна 3,

• произведение 𝐴 ·𝐵 · 𝐶 является квадратом некоторого натурального числа.

2. [3 балла] Положительные числа 𝑥 и 𝑦 таковы, что значение выражения 𝐾 = 1
𝑥
+ 1

𝑦
+ 5

𝑥𝑦
не

изменяется, если 𝑥 уменьшить на 2, а 𝑦 — увеличить на 2. Найдите все возможные значения
выражения 𝑀 = 𝑥3 − 𝑦3 − 6𝑥𝑦.

3. [5 баллов] а) Найдите все пары действительных чисел (𝑥; 𝑦) такие, что (sin𝜋𝑥+ sin𝜋𝑦) sin𝜋𝑥 =
= (cos𝜋𝑥− cos 𝜋𝑦) cos𝜋𝑥.

б) Сколько пар целых чисел (𝑥, 𝑦) удовлетворяют одновременно этому уравнению и неравенству

arcsin
𝑥

6
+ arcsin

𝑦

2
< 𝜋?

4. [4 балла] В начале месяца было выделено 4 билета на праздничный концерт, которые плани-
ровалось случайным образом распределить между одиннадцатиклассниками. В конце месяца
выяснилось, что будет выделено больше 4 билетов. Одиннадцатиклассники Петя и Вася вы-
числили, что вероятность им обоим вместе попасть на концерт в начале месяца была в 6 раз
меньше, чем оказалась в конце месяца. Сколько всего было выделено билетов на концерт в
конце месяца, если количество одиннадцатиклассников не изменилось?

5. [5 баллов] Точка 𝑂 — центр окружности 𝜔1, описанной около остроугольного треугольника
𝐴𝐵𝐶. Окружность 𝜔2, описанная около треугольника 𝐵𝑂𝐶, пересекает отрезок 𝐴𝐵 в точке 𝑃 .
Найдите площадь треугольника 𝐴𝐵𝐶, если 𝐴𝑃 = 25, 𝐵𝑃 = 5, 𝐴𝐶 = 35.

6. [6 баллов] На координатной плоскости изображена фигура Φ(𝛼), состоящая из всех точек, ко-
ординаты (𝑥; 𝑦) которых удовлетворяют системе неравенств{︃(︀

𝑥+ 5
√
2 cos𝛼

)︀ (︀
𝑦 + 5

√
2 sin𝛼

)︀
⩽ 0,

𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 169.

Найдите максимальное значение 𝑀 периметра (длины границы) фигуры Φ(𝛼) и укажите все
значения 𝛼, при которых оно достигается.

7. [6 баллов] Шар Ω касается всех рёбер правильной усечённой пирамиды, а шар 𝜔 касается всех её
граней. Пусть сторона верхнего основания меньше, чем сторона нижнего. Найдите отношение
площади верхнего основания пирамиды к площади её боковой поверхности.
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1. [3 балла] Найдите все тройки натуральных чисел (𝐴;𝐵;𝐶) такие, что:

• 𝐴 — четырёхзначное число, составленное из одинаковых цифр,

• 𝐵 — трёхзначное число, хотя бы одна из цифр которого равна 7,

• 𝐶 — двузначное число, хотя бы одна из цифр которого равна 1,

• произведение 𝐴 ·𝐵 · 𝐶 является квадратом некоторого натурального числа.

2. [3 балла] Положительные числа 𝑥 и 𝑦 таковы, что значение выражения 𝐾 = 1
𝑥
+ 1

𝑦
+ 3

𝑥𝑦
не

изменяется, если 𝑥 уменьшить на 4, а 𝑦 — увеличить на 4. Найдите все возможные значения
выражения 𝑀 = 𝑥3 − 𝑦3 − 12𝑥𝑦.

3. [5 баллов] а) Найдите все пары действительных чисел (𝑥; 𝑦) такие, что (sin𝜋𝑦− sin 𝜋𝑥) sin𝜋𝑦 =
= (cos𝜋𝑦 + cos 𝜋𝑥) cos𝜋𝑦.

б) Сколько пар целых чисел (𝑥, 𝑦) удовлетворяют одновременно этому уравнению и неравенству

arccos
𝑥

7
− arcsin

𝑦

4
> −𝜋

2
?

4. [4 балла] В начале месяца было выделено 4 билета на праздничный концерт, которые плани-
ровалось случайным образом распределить между одиннадцатиклассниками. В конце месяца
выяснилось, что будет выделено больше 4 билетов. Одиннадцатиклассники Петя и Вася вы-
числили, что вероятность им обоим вместе попасть на концерт в начале месяца была в 11 раз
меньше, чем оказалась в конце месяца. Сколько всего было выделено билетов на концерт в
конце месяца, если количество одиннадцатиклассников не изменилось?

5. [5 баллов] Точка 𝑂 — центр окружности 𝜔1, описанной около остроугольного треугольника
𝐴𝐵𝐶. Окружность 𝜔2, описанная около треугольника 𝐵𝑂𝐶, пересекает отрезок 𝐴𝐵 в точке 𝑃 .
Найдите площадь треугольника 𝐴𝐵𝐶, если 𝐴𝑃 = 16, 𝐵𝑃 = 8, 𝐴𝐶 = 22.

6. [6 баллов] На координатной плоскости изображена фигура Φ(𝛼), состоящая из всех точек, ко-
ординаты (𝑥; 𝑦) которых удовлетворяют системе неравенств{︃

(𝑥+ 4 sin𝛼) (𝑦 − 4 cos𝛼) ⩽ 0,

𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 36.

Найдите максимальное значение 𝑀 периметра (длины границы) фигуры Φ(𝛼) и укажите все
значения 𝛼, при которых оно достигается.

7. [6 баллов] Шар Ω касается всех рёбер правильной усечённой пирамиды, а шар 𝜔 касается всех
её граней. Найдите угол наклона боковой грани пирамиды к плоскости её основания.
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1. [3 балла] Дан приведённый квадратный трёхчлен 𝑓(𝑥) такой, что уравнение 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 имеет
единственное решение, а также уравнение 𝑓(𝑥) = −8 имеет единственное решение. Найдите
сумму корней уравнения 𝑓(𝑥) = 0.

2. [3 балла] Сколькими способами можно представить число 𝑛 = 2401 · 3500 в виде произведения
двух натуральных чисел 𝑥 и 𝑦, где 𝑦 делится на 𝑥?

3. [5 баллов] Найдите количество пар целых чисел (𝑥; 𝑦), удовлетворяющих системе⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
log𝑥 2 + 3 log𝑦 8 + 4 log𝑥𝑦

1

16
= 0,

𝑥− 1

𝑥+ 1
>

3𝑦 − 3

7𝑦 + 7
,

𝑥 ⩽ 31.

4. [5 баллов] Найдите все пары натуральных чисел (𝑎; 𝑏) такие, что{︃
4 ·min(𝑎; 𝑏) = 3(𝑎− 𝑏)2,

3 ·max(𝑎; 𝑏) = НОК(𝑎; 𝑏).

5. [5 баллов] На сторонах 𝐵𝐴 и 𝐵𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 с тупым углом 𝐵 как на диаметрах постро-
ены окружности 𝜔1 и 𝜔2 соответственно, пересекающиеся в точках 𝐵 и 𝐷. Хорда 𝐵𝐸 окружно-
сти 𝜔1 перпендикулярна 𝐵𝐶, а хорда 𝐵𝐹 окружности 𝜔2 перпендикулярна 𝐶𝐸 и касается 𝜔1.
Найдите отношение 𝐵𝐹 : 𝐵𝐷, если cos∠𝐵𝐶𝐸 = 3

5
.

6. [5 баллов] При каких значениях параметра 𝑎 система{︃
(𝑦 − 𝑥2 − 𝑥− 1)(𝑥2 − 3𝑥𝑦 + 4𝑦2)(𝑦 + 𝑥− 1) = 0,

𝑦 = (2𝑎+ 1)𝑥− 𝑎2 + 1

имеет ровно 2 решения?

7. [6 баллов] В прямую четырёхугольную призму 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 вписана сфера 𝜔. Луч с нача-
лом в точке 𝐴 пересекает 𝜔 точках 𝑃 и 𝑄, а луч с началом в точке 𝐶 пересекает 𝜔 в точках
𝑀 и 𝑁 . Пусть 𝑂 — точка пересечения диагоналей четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷. Найдите объём
призмы 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 и расстояние 𝜌 от центра 𝜔 до плоскости 𝑃𝐴𝐶, если известно, что
𝐴𝑂 = 1, 𝐵𝑂 = 2, 𝐶𝑂 = 4, 𝐴𝑃 =

√
5
3

, 𝐴𝑄 = 5
√
5

3
, 𝐶𝑀 = 10

√
5

9
, 𝐶𝑁 = 2

√
5.
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1. [3 балла] Дан приведённый квадратный трёхчлен 𝑓(𝑥) такой, что уравнение 𝑓(𝑥) = −2𝑥2 имеет
единственное решение, а также уравнение 𝑓(𝑥) = −6 имеет единственное решение. Найдите
сумму корней уравнения 𝑓(𝑥) = 0.

2. [3 балла] Сколькими способами можно представить число 𝑛 = 5151 · 7600 в виде произведения
двух натуральных чисел 𝑥 и 𝑦, где 𝑦 делится на 𝑥?

3. [5 баллов] Найдите количество пар целых чисел (𝑥; 𝑦), удовлетворяющих системе⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
3 log𝑥 27 + log𝑦 3 + 8 log𝑥𝑦

1

9
= 0,

3𝑦 + 3

𝑦 − 1
<

7𝑥+ 7

𝑥− 1
,

𝑦 ⩽ 24.

4. [5 баллов] Найдите все пары натуральных чисел (𝑎; 𝑏) такие, что{︃
4 ·min(𝑎; 𝑏) = 5(𝑎− 𝑏)2,

5 ·max(𝑎; 𝑏) = НОК(𝑎; 𝑏).

5. [5 баллов] На сторонах 𝐵𝐴 и 𝐵𝐶 треугольника 𝐴𝐵𝐶 с тупым углом 𝐵 как на диаметрах постро-
ены окружности 𝜔1 и 𝜔2 соответственно, пересекающиеся в точках 𝐵 и 𝐷. Хорда 𝐵𝐸 окружно-
сти 𝜔1 перпендикулярна 𝐵𝐶, а хорда 𝐵𝐹 окружности 𝜔2 перпендикулярна 𝐶𝐸 и касается 𝜔1.
Найдите отношение 𝐵𝐹 : 𝐵𝐷, если cos∠𝐵𝐶𝐸 = 3

4
.

6. [5 баллов] При каких значениях параметра 𝑎 система{︃
(𝑦 + 𝑥2 − 4𝑥+ 1)(𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 3𝑦2)(𝑦 − 2𝑥+ 1) = 0,

𝑦 = (−2𝑎+ 4)𝑥+ 𝑎2 − 1

имеет ровно 2 решения?

7. [6 баллов] В прямую четырёхугольную призму 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 вписана сфера 𝜔. Луч с нача-
лом в точке 𝐴 пересекает 𝜔 точках 𝑃 и 𝑄, а луч с началом в точке 𝐶 пересекает 𝜔 в точках
𝑀 и 𝑁 . Пусть 𝑂 — точка пересечения диагоналей четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷. Найдите объём
призмы 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 и расстояние 𝜌 от центра 𝜔 до плоскости 𝑃𝐴𝐶, если известно, что
𝐴𝑂 = 1, 𝐵𝑂 = 2, 𝐶𝑂 = 11, 𝐴𝑃 = 2√

5
, 𝐴𝑄 = 2

√
5, 𝐶𝑀 = 4

√
5, 𝐶𝑁 = 5

√
5.


