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1. [4 балла] Ненулевые числа 𝑥, 𝑦, 𝑧 удовлетворяют системе уравнений⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑦 = 3𝑧 + 𝑧2,

𝑦𝑧 = 3𝑥+ 𝑥2,

𝑧𝑥 = 3𝑦 + 𝑦2.

Найдите все возможные значения выражения (𝑥 + 3)2 + (𝑦 + 3)2 + (𝑧 + 3)2, если известно, что
система имеет хотя бы одно решение в ненулевых числах.

2. [2 балла] Десятичная запись натурального числа 𝑛 состоит из 40 000 девяток. Сколько девяток
содержит десятичная запись числа 𝑛3?

3. [5 баллов] Окружность 𝜔 с диаметром 𝐴𝐵 пересекает сторону 𝐵𝐶 остроугольного треугольника
𝐴𝐵𝐶 в точке 𝐷. Точка 𝐹 выбрана на отрезке 𝐴𝐶 так, что 𝐷𝐹 ⊥ 𝐴𝐶, а 𝐸 — точка пересечения
отрезка 𝐷𝐹 с окружностью 𝜔, отличная от 𝐷. Найдите 𝐴𝐹 , если 𝐴𝐶 = 10, 𝐴𝐵 = 6, 𝐵𝐸 = 5.

4. [4 балла] В телеигре ведущий берет несколько коробок и ровно в три из них кладет по одному
шарику. Игрок может указать на пять коробок и открыть их. Если в этих коробках лежат все
три шарика, то игрок выигрывает. Игроку разрешили открыть шесть коробок. Во сколько раз
увеличилась вероятность выигрыша игрока?

5. [5 баллов] Найдите все значения параметра 𝑎, при которых корни уравнения 𝑥2 − (𝑎2 − 𝑎)𝑥 +
+ 𝑎 − 5 = 0 являются пятым и шестым членами некоторой непостоянной арифметической
прогрессии, а корни уравнения 4𝑥2 − (𝑎3 − 𝑎2)𝑥 + 2𝑎4 + 2𝑎2 − 𝑎6 − 4 = 0 являются третьим и
восьмым членами этой прогрессии.

6. [5 баллов] На координатной плоскости построена фигура Φ, состоящая из всех точек, координа-
ты которых удовлетворяют неравенству
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⩽ 3. Фигуру Φ непрерыв-

но повернули вокруг начала координат на угол 𝜋 против часовой стрелки. Найдите площадь
фигуры, которую замела фигура Φ при этом повороте.

7. [6 баллов] На гипотенузе 𝐵𝐶 прямоугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбраны точки 𝑃 и 𝑄 так, что
𝐴𝐵 = 𝐵𝑃 , 𝐴𝐶 = 𝐶𝑄. Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбрана точка 𝐷, для которой 𝐷𝑃 = 𝐷𝑄, а
∠𝑃𝐷𝑄 = 90∘. Найдите ∠𝐷𝐵𝐶, если известно, что ∠𝐷𝐶𝐵 = 20∘.
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1. [4 балла] Ненулевые числа 𝑥, 𝑦, 𝑧 удовлетворяют системе уравнений⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑦 = −2𝑧 + 𝑧2,

𝑦𝑧 = −2𝑥+ 𝑥2,

𝑧𝑥 = −2𝑦 + 𝑦2.

Найдите все возможные значения выражения (𝑥− 2)2 + (𝑦 − 2)2 + (𝑧 − 2)2, если известно, что
система имеет хотя бы одно решение в ненулевых числах.

2. [2 балла] Десятичная запись натурального числа 𝑛 состоит из 30 001 девятки. Сколько девяток
содержит десятичная запись числа 𝑛3?

3. [5 баллов] Окружность 𝜔 с диаметром 𝐴𝐵 пересекает сторону 𝐵𝐶 остроугольного треугольника
𝐴𝐵𝐶 в точке 𝐷. Точка 𝐹 выбрана на отрезке 𝐴𝐶 так, что 𝐷𝐹 ⊥ 𝐴𝐶, а 𝐸 — точка пересечения
отрезка 𝐷𝐹 с окружностью 𝜔, отличная от 𝐷. Найдите 𝐴𝐹 , если 𝐴𝐶 = 10, 𝐴𝐵 = 8, 𝐵𝐸 = 6.

4. [4 балла] В телеигре ведущий берет несколько коробок и ровно в три из них кладет по одному
шарику. Игрок может указать на пять коробок и открыть их. Если в этих коробках лежат все
три шарика, то игрок выигрывает. Игроку разрешили открыть семь коробок. Во сколько раз
увеличилась вероятность выигрыша игрока?

5. [5 баллов] Найдите все значения параметра 𝑎, при которых корни уравнения 𝑥2 − (𝑎2 − 2𝑎)𝑥+
+𝑎2−𝑎−7 = 0 являются шестым и седьмым членами некоторой непостоянной арифметической
прогрессии, а корни уравнения 3𝑥2 − (𝑎3 − 2𝑎2)𝑥 + 6 − 𝑎5 = 0 являются четвертым и девятым
членами этой прогрессии.

6. [5 баллов] На координатной плоскости построена фигура Φ, состоящая из всех точек, коорди-
наты которых удовлетворяют неравенству
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⩽ 4. Фигуру Φ непре-

рывно повернули вокруг начала координат на угол 𝜋 по часовой стрелке. Найдите площадь
множества 𝑀 , которое замела фигура Φ при этом повороте.

7. [6 баллов] На гипотенузе 𝐵𝐶 прямоугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбраны точки 𝑃 и 𝑄 так, что
𝐴𝐵 = 𝐵𝑃 , 𝐴𝐶 = 𝐶𝑄. Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбрана точка 𝐷, для которой 𝐷𝑃 = 𝐷𝑄, а
∠𝑃𝐷𝑄 = 90∘. Найдите ∠𝐷𝐵𝐶, если известно, что ∠𝐵𝐶𝐴 = 50∘.
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1. [4 балла] Ненулевые числа 𝑥, 𝑦, 𝑧 удовлетворяют системе уравнений⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑦 = 4𝑧 + 𝑧2,

𝑦𝑧 = 4𝑥+ 𝑥2,

𝑧𝑥 = 4𝑦 + 𝑦2.

Найдите все возможные значения выражения (𝑥 + 4)2 + (𝑦 + 4)2 + (𝑧 + 4)2, если известно, что
система имеет хотя бы одно решение в ненулевых числах.

2. [2 балла] Десятичная запись натурального числа 𝑛 состоит из 25 000 девяток. Сколько девяток
содержит десятичная запись числа 𝑛3?

3. [5 баллов] Окружность 𝜔 с диаметром 𝐴𝐵 пересекает сторону 𝐵𝐶 остроугольного треугольника
𝐴𝐵𝐶 в точке 𝐷. Точка 𝐹 выбрана на отрезке 𝐴𝐶 так, что 𝐷𝐹 ⊥ 𝐴𝐶, а 𝐸 — точка пересечения
отрезка 𝐷𝐹 с окружностью 𝜔, отличная от 𝐷. Найдите 𝐴𝐹 , если 𝐴𝐶 = 20, 𝐴𝐵 = 15, 𝐵𝐸 = 10.

4. [4 балла] В телеигре ведущий берет несколько коробок и ровно в три из них кладет по одному
шарику. Игрок может указать на пять коробок и открыть их. Если в этих коробках лежат все
три шарика, то игрок выигрывает. Игроку разрешили открыть восемь коробок. Во сколько раз
увеличилась вероятность выигрыша игрока?

5. [5 баллов] Найдите все значения параметра 𝑎, при которых корни уравнения 𝑥2 − (𝑎2 − 𝑎)𝑥 +
+ 2−𝑎3

3
= 0 являются четвертым и пятым членами некоторой непостоянной арифметической

прогрессии, а корни уравнения 2𝑥2 − (𝑎3 − 𝑎2)𝑥− 2𝑎6 − 8𝑎− 4 = 0 являются вторым и седьмым
членами этой прогрессии.

6. [5 баллов] На координатной плоскости построена фигура Φ, состоящая из всех точек, коорди-
наты которых удовлетворяют неравенству
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⩽ 6. Фигуру Φ непре-

рывно повернули вокруг начала координат на угол 𝜋 по часовой стрелке. Найдите площадь
множества 𝑀 , которое замела фигура Φ при этом повороте.

7. [6 баллов] На гипотенузе 𝐵𝐶 прямоугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбраны точки 𝑃 и 𝑄 так, что
𝐴𝐵 = 𝐵𝑃 , 𝐴𝐶 = 𝐶𝑄. Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбрана точка 𝐷, для которой 𝐷𝑃 = 𝐷𝑄, а
∠𝑃𝐷𝑄 = 90∘. Найдите ∠𝐷𝐶𝐵, если известно, что ∠𝐷𝐵𝐶 = 35∘.
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1. [4 балла] Ненулевые числа 𝑥, 𝑦, 𝑧 удовлетворяют системе уравнений⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥𝑦 = −6𝑧 + 𝑧2,

𝑦𝑧 = −6𝑥+ 𝑥2,

𝑧𝑥 = −6𝑦 + 𝑦2.

Найдите все возможные значения выражения (𝑥− 6)2 + (𝑦 − 6)2 + (𝑧 − 6)2, если известно, что
система имеет хотя бы одно решение в ненулевых числах.

2. [2 балла] Десятичная запись натурального числа 𝑛 состоит из 20 001 девятки. Сколько девяток
содержит десятичная запись числа 𝑛3?

3. [5 баллов] Окружность 𝜔 с диаметром 𝐴𝐵 пересекает сторону 𝐵𝐶 остроугольного треугольника
𝐴𝐵𝐶 в точке 𝐷. Точка 𝐹 выбрана на отрезке 𝐴𝐶 так, что 𝐷𝐹 ⊥ 𝐴𝐶, а 𝐸 — точка пересечения
отрезка 𝐷𝐹 с окружностью 𝜔, отличная от 𝐷. Найдите 𝐴𝐹 , если 𝐴𝐶 = 20, 𝐴𝐵 = 10, 𝐵𝐸 = 9.

4. [4 балла] В телеигре ведущий берет несколько коробок и ровно в три из них кладет по одному
шарику. Игрок может указать на пять коробок и открыть их. Если в этих коробках лежат все
три шарика, то игрок выигрывает. Игроку разрешили открыть девять коробок. Во сколько раз
увеличилась вероятность выигрыша игрока?

5. [5 баллов] Найдите все значения параметра 𝑎, при которых корни уравнения 𝑥2−(𝑎2−4𝑎)𝑥+𝑎2−
− 6𝑎 + 4 = 0 являются шестым и седьмым членами некоторой непостоянной арифметической
прогрессии, а корни уравнения 5𝑥2− (𝑎3− 4𝑎2)𝑥− 2𝑎3− 6𝑎− 15 = 0 являются пятым и восьмым
членами этой прогрессии.

6. [5 баллов] На координатной плоскости построена фигура Φ, состоящая из всех точек, координа-
ты которых удовлетворяют неравенству
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⩽ 8. Фигуру Φ непрерыв-

но повернули вокруг начала координат на угол 𝜋 против часовой стрелки. Найдите площадь
множества 𝑀 , которое замела фигура Φ при этом повороте.

7. [6 баллов] На гипотенузе 𝐵𝐶 прямоугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбраны точки 𝑃 и 𝑄 так, что
𝐴𝐵 = 𝐵𝑃 , 𝐴𝐶 = 𝐶𝑄. Внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶 выбрана точка 𝐷, для которой 𝐷𝑃 = 𝐷𝑄, а
∠𝑃𝐷𝑄 = 90∘. Найдите ∠𝐷𝐶𝐵, если известно, что ∠𝐶𝐵𝐴 = 46∘.
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1. [5 баллов] На дуге полукруга с диаметром 𝑀𝑁 и центром 𝑂 взята точка 𝐾. Построен тре-
угольник 𝐴𝐵𝐶 такой, что его вершина 𝐴 лежит на отрезке 𝑂𝐾, вершина 𝐵 — на отрезке 𝑂𝑁 ,
вершина 𝐶 — на дуге 𝐾𝑁 . Найдите отношение площади сектора 𝑀𝑂𝐾 к площади полукруга,
если известно, что 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 = 𝑂𝑀 и ∠𝐴𝐶𝐵 = 72∘.

2. [4 балла] Найдите все натуральные 𝑎 и 𝑏 такие, что{︃
min(𝑎; 𝑏) = 7|𝑎− 𝑏|,
7 ·max(𝑎, 𝑏) = 8

(︀
НОД(𝑎; 𝑏)

)︀2 − 64.

3. [4 балла] Найдите все пары целых чисел (𝑥; 𝑦), удовлетворяющие неравенству√︀
𝑦 + 3− 10𝑥+

1√
10𝑥− 1− 𝑦

> 𝑦2 + 12𝑦.

4. [3 балла] Петя загадал такие вещественные числа 𝑥, 𝑦, 𝑧, что выражения

𝑥(𝑦 − 𝑧)

𝑦(𝑧 − 𝑥)
и

2𝑦(𝑧 − 𝑥)

𝑧(𝑦 − 𝑥)

принимают одно и то же значение 𝐴. Найдите все возможные значения 𝐴, если известно, что
их не менее двух.

5. [5 баллов] Четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписан в окружность с диаметром 𝐴𝐵, а 𝐻 — ортогональ-
ная проекция точки 𝐷 на 𝐴𝐵. Диагональ 𝐴𝐶 пересекает отрезок 𝐷𝐻 в точке 𝑋. Найдите 𝐶𝐷,
если 𝐷𝑋 = 20, 𝐴𝑋 = 15, 𝐶𝑋 = 36.

6. [5 баллов] Решите уравнение 4
√
8𝑥+ 1 = 4

√
𝑥+ 4

√
9𝑥− 1.

7. [5 баллов] Сколькими способами из натуральных чисел от 2 002 до 2 025 можно выбрать 6 чисел
так, чтобы среди выбранных чисел нашлось 3 числа, дающих одинаковые остатки от деления
на 8?
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1. [5 баллов] На дуге полукруга с диаметром 𝑀𝑁 и центром 𝑂 взята точка 𝐾. Построен тре-
угольник 𝐴𝐵𝐶 такой, что его вершина 𝐴 лежит на отрезке 𝑂𝐾, вершина 𝐵 — на отрезке 𝑂𝑁 ,
вершина 𝐶 — на дуге 𝐾𝑁 . Найдите отношение площади сектора 𝑀𝑂𝐾 к площади полукруга,
если известно, что 𝐴𝐶 = 𝐵𝐶 = 𝑂𝑀 и ∠𝐴𝐶𝐵 = 108∘.

2. [4 балла] Найдите все натуральные 𝑎 и 𝑏 такие, что{︃
2 ·max(𝑎; 𝑏) = 13|𝑎− 𝑏|,
8 ·min(𝑎; 𝑏) = 11

(︀
НОД(𝑎; 𝑏)

)︀2 − 99.

3. [4 балла] Найдите все пары целых чисел (𝑥; 𝑦), удовлетворяющие неравенству√︀
𝑥+ 4− 6𝑦 − 1√

6𝑦 − 2− 𝑥
> 𝑥2 + 10𝑥.

4. [3 балла] Петя загадал такие вещественные числа 𝑥, 𝑦, 𝑧, что выражения

4𝑥(𝑧 − 𝑦)

𝑦(𝑧 − 𝑥)
и

3𝑦(𝑧 − 𝑥)

4𝑧(𝑦 − 𝑥)

принимают одно и то же значение 𝐴. Найдите все возможные значения 𝐴, если известно, что
их не менее двух.

5. [5 баллов] Четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 вписан в окружность с диаметром 𝐴𝐵, а 𝐻 — ортогональ-
ная проекция точки 𝐷 на 𝐴𝐵. Диагональ 𝐴𝐶 пересекает отрезок 𝐷𝐻 в точке 𝑋. Найдите 𝐶𝐷,
если 𝐷𝑋 = 2, 𝐴𝑋 = 3, 𝐶𝑋 = 4.

6. [5 баллов] Решите уравнение 4
√
𝑥+ 1 = 2 4

√
𝑥+ 4

√
81𝑥− 1.

7. [5 баллов] Сколькими способами из натуральных чисел от 2 025 до 2 045 можно выбрать 6 чисел
так, чтобы среди выбранных чисел нашлось 3 числа, дающих одинаковые остатки от деления
на 7?


